Oggetto : Analisi della classe di indovinelli concernente cavalieri e malandrini.

Introduzione 

Consideriamo innanzitutto il celeberrimo indovinello, riproposto in tutte le salse e che la maggior parte delle persone non può non consocere : l’indovinello classico che ha come protagonisti i classici “cavalieri”, ossia persone che dicono sempre la verità, e “malandrini”, ossia persone che dicono sempre le bugie. Una delle moltissime varianti di questo indovinello è ,ad esempio, la seguente: 

“Consideriamo Aldo, che può essere cavaliere o malandrino, e Bertoldo che può essere anche egli cavaliere o malandrino, e consideriamo la situazione seguente : Aldo dice “Sia io che Bertoldo siamo malandrini”. E’ possibile capire lo “status” di Aldo e di Bertoldo? (Ossia, capire se essi sono cavalieri o malandrini?)”

In questa trattazione, esamineremo il problema e tenteremo di costruire un metodo di soluzione, dapprima per questo caso semplice, e poi tenteremo di generalizzare il metodo risolutivo per estenderlo al caso di N persone, con un certo numero k di essi che asseriscono delle proposizioni qualsiasi, e dove è richiesto il calcolo dello “status” delle N persone.

Spiegazione del Metodo

Per poter comprendere appieno il metodo risolutivo da me proposto, bisogna introdurre due concetti fondamentali : quello di “funzione di validità dell’asserzione” e di “funzione di coerenza”. Introduciamo i concetti considerando dapprima il caso banale di UNA sola persona che dice una frase riguardo al proprio status. Sia A questa persona, e indichiamo con P la sua asserzione.

Siamo pronti adesso ad introdurre il concetto di “funzione di validità dell’asserzione”.

Definizione :

Data una proposizione P, si dice funzione di validità dell’asserzione (relativa all’asserzione P), da qui in poi indicata con Fp, che ha come ingresso lo status di A (che possiamo indicare con 0 se A è malandrino e 1 se A è cavaliere) ed ha come uscita 1 se P è vera, e 0 altrimenti.

Osservazione : a questo punto dell’analisi, la proposizione P viene considerata indipendentemente dal fatto che a dirla sia stato A. In altre parole, viene valutata solo la veridicità di P, e non la “coerenza” del fatto che a dire P sia stato A. Ovviamente, poiché P dice qualcosa riguardo allo status di A, per poter valutare la veridicità di P abbiamo bisogno di conoscere lo status di A; ecco perché la funzione F (relativa a P) richiede come ingresso lo status di A. 

A titolo di esempio, consideriamo A (il cui status è ignoto) che dice :”Io sono un malandrino”. Indichiamo con P l’asserzione di A e valutiamo la funzione F (relativa a P). Ovviamente se A è malandrino, P è vera (in quanto descrive lo stato delle cose).Se A è un cavaliere, P è falsa. La funzione Fp può essere riassunta come : Fp(0) = 1; Fp(1) = 0; ovvero, in questo caso Fp(a) = not(a), dove con a indichiamo la variabile logica che vale 0 se A è malandrino, e vale 1 se A è cavaliere.

Prima di introdurre ora il concetto di “funzione di coerenza” , che da qui in poi indichiamo con G, osserviamo che se P è una proposizione Vera, essa non può essere pronunciata da un malandrino, e viceversa. Potremmo dire che una situazione dove un malandrino pronuncia una frase Vera (o un cavaliere pronuncia una frase Falsa) è una situazione incoerente, e che una situazione dove un malandrino pronuncia una frase Falsa (o un cavaliere pronuncia una frase Vera) è una situazione coerente. Ovvero, una situazione coerente è una situazione dove lo status dell’asserente e il valore di verità dell’asserzione coincidono. Siamo pronti dunque ad introdurre una

Definizione :

Data una proposizione P ed uno status S, si definisce “funzione di coerenza” e si indica con G quella funzione che vale 1 se i valori di verità di P e di S sono coincidenti, e 0 altrimenti. Ovvero, la funzione G non è altro che la funzione not(p)not(a) + pa, ove con p indichiamo il valore di verità di p e con a la variabile logica che vale 0 se S è malandrino, e 1 se S è cavaliere.

Proseguendo con l’esempio precedente, in cui A diceva “Io sono un malandrino” (proposizione che indichiamo con P), la funzione G ci dice che la situazione è coerente se e soltanto se A è malandrino e P è falsa, oppure se A è cavaliere e P è vera. Ovviamente, nel caso in esame nessuna delle due cose può essere vera, dunque la situazione proposta è incoerente, nel senso che è impossibile che A dica una frase simile senza violare la sua (possibilmente poco ortodossa) morale!

Proviamo ora ad applicare questo metodo all’indovinello presente nell’Introduzione. 

In quel caso si hanno due persone, A e B, ed A dice “A e B sono malandrini”. Indichiamo con P la proposizione di A, e con a e b gli status di A e B. La funzione F relativa a P si può schematizzare come segue :
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| Fp(a,b) 
La funzione Fp(a,b) è vera se e solo se p descrive lo stato delle cose,
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ovvero, se “A e B sono malandrini”, quindi è vera in corrispondenza
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dei valori 0,0 di a e b.
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ovvero, Fp(a,b) = not(a)not(b).

La funzione G invece si può schematizzare come segue :

a
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| G(a,Fp(a,b))

La funzione G(a,Fp(a,b)) è vera se e solo se i valori di a e di
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Fp(a,b) coincidono, ovvero è un NXOR fra a e Fp(a,b).
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Ci sono dunque due situazioni di coerenza : una dove A è malandrino e la frase è falsa, ed una dove A è cavaliere e la frase è vera. Nel primo caso, dove A è malandrino e la frase è falsa, B deve essere cavaliere (come si può esaminare dalla tabella della funzione F : l’unica riga dove a vale 0 e Fp(a,b) vale 0 è la seconda, dove b vale 1). Nel secondo caso invece, si ha una situazione impossibile, in quanto non si può avere A cavaliere e P vera (come si può esaminare dalla tabella della funzione F : in tutte le righe dove a vale 1, il valore di Fp(a,b) vale sempre 0). Dunque l’unica situazione coerente che da luogo ad una soluzione possibile è A malandrino e B cavaliere.

Osservazione : è più facile comprendere la validità del metodo se si osserva che G(a,Fp(a,b)) è, in ultima analisi, una funzione delle due sole variabili a e b. Scrivendo dunque la tabella di verità di G in funzione dei valori a e b e NON in funzione dei valori a e Fp(a,b), si ottiene:
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e quindi si vede subito che l’unica situazione coerente è quella dove A è malandrino e B è cavaliere.

Generalizzando il metodo qui proposto, se si ha una situazione in cui k persone fra N fanno una asserzione ciascuno, e viene richiesto di trovare una combinazione di status plausibili, si procede come segue : per ciascuna persona che ha fatto una asserzione (sia l’asserzione Pi), si costruisce la funzione Fpi(a1,a2,…,aN) (una funzione logica di N variabili logiche). Si avranno così k funzioni logiche di N variabili logiche. Si costruisce quindi una funzione C , definendola come C(a1,Fp1(a1,a2,…,aN),a2, Fp2(a1,a2,…,aN),…,ak, Fpk(a1,a2,…,aN)) = G1 & G2 & …&Gk, dove Gi = G(ai,Fpi(a1,a2,…,aN)) per ogni i:1,…,k; praticamente, la funzione C rappresenta la coerenza totale dell’intera situazione in analisi, in quanto vale 1 solo se le singole funzioni di coerenza valgono 1, dove la i-esima funzione di coerenza rappresenta la coerenza di quanto asserito dalla i-esima persona che ha asserito qualche cosa. Da notare è il fatto che la funzione C è una funzione logica di 2k variabili logiche, di cui k rappresentano i k status delle k persone che hanno fatto delle asserzioni, e le rimanenti k rappresentano la veridicità delle k asserzioni stesse (che sono rispettivamente i valori in uscita delle k funzioni Fpi per i:1,…,k). In definitiva, ricordando la definizione della funzione G, si tratta di risolvere il sistema di k equazioni(logiche) in N incognite (logiche):

G(a1,Fp1(a1,a2,…,aN)) = 1;

G(a2,Fp2(a1,a2,…,aN)) = 1;



.



.
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G(ak,Fpk(a1,a2,…,aN)) = 1;

Se a1,a2,...,aN è una soluzione del sistema , allora essa rappresenterà anche una valida soluzione del problema assegnato. Altrimenti, il problema sarà impossibile.
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